Unidad 1: Numeros Complejos

1.1 Introduccion

Ademsds de los conjuntos de nimeros naturales, enteros, racionales y reales existe el conjunto de niumeros
complejos que juegan un rol importante no solo en matemaéticas sino en las ciencias en general. La primera
aplicacién matemética que tienen estos niimeros es que sirven para resolver la siguiente ecuacion’

2?2 =—1. (1)

Babilonios, Griegos y Arabes consideraban imposible la solucién de éste problema. El primer indicio de solucién
surgié con Girolamo Cardano (1501-1576) y Tartaglia (1499-1557). A partir de entonces y durante varios siglos,
los matematicos trabajaron con niimeros complejos sin confirmar su existencia. Actualmente son muy utilizados
en las aplicaciones practicas como en las corrientes eléctricas y en la fisica subatémica.

Sabemos que esta ecuacién no tiene solucién real, ya que cualquier nimero real elevado al cuadrado es no
negativo. Para resolver la ecuacién (1) introduciremos la unidad imaginaria, denotada por ”¢”, con la siguiente
propiedad

99 29
(]

como su cuadrado es negativo, la letra no representa un numero real.
El sistema numérico que resulté al introducir la unidad imaginaria, se llama conjunto de nimeros complejos.

1.2 Forma bindmica o candnica

Definicion 1 Sean a y b numeros reales, definimos el niumero complejo z como
z=a+ b1, donde i* = —1.

Esta es la forma bindmica o candnica del nimero complejo z. El conjunto de ntimeros complejos se lo
denota por C.

Notamos que si z =a+ bi y b= 0 entonces el nimero complejo es simplemente un ntimero real. Es decir,
que cualquier nimero real x, se lo puede ver o mirar como un nimero complejo de la forma z = x + 0 7. Esto
nos dice que el conjunto de niimero complejos contiene al conjunto de nimeros reales. Por esto decimos que a
es la parte real y b la parte imaginaria del nimero complejo a + b i.

La igualdad, suma, resta y multiplicacion de ntimeros complejos, estdn definidas de modo que se conservan
las reglas del dlgebra de nimeros reales. Esto es:

Definicion 2 Dos numeros complejos z = a+bi yw =c+di son tguales cuando tienen la misma parte
real e imaginaria, es decir

z=w cuando a =c y b=d.
1.2.1 Operaciones entre niimeros complejos

Producto por un real k :

Definicion 3 Dado un numero complejo a + b i y un nimero real k entonces
k(a+0bi)=ka+ (kb) i.
Ejemplo 1 Dado z =2 — 3 ¢, calcular
1. (=2)z2=(-2)24((-2)(-3)) i = —4+61.

1 1 1
2 2:5(2—32‘):72—1—7(—3)i:1—§i,

1
2 2772 2

Ver la solucién en Ejemplo 18, al final de la unidad.
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Suma:
Definicion 4 Siz=a+bi yw=c+di son dos nimeros complejos entonces
z+w=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d) i
Resta:
Definicion 5 Siz=a+bi yw = c+di son dos nimeros complejos entonces
z—w=(a—c)+ (b—d) i.

Observacion. La resta de dos ntimeros complejos se puede definir en forma similar al de niimeros reales, es
decir
z—w=z+(-1w

(—1) w se lo denomina el opuesto de w.

Observacién. Todas las operaciones (suma, producto, producto y cociente) de nimeros complejos cumplen
propiedades analogas a las correspondientes en niimeros reales, por ejemplo: asociativa, conmutativa, distribu-
tiva, etc.

Ejemplo 2 Calcular:
1. (2=-3)+(-1+4)=2—-1+(-3+4)i=14+1i=1+1.

2. (2-3i)— (—14+4)=2—(-1)+(-3-4)i=2+1)+(-7)i=3—Ti.

Multiplicacién o producto:

Definicion 6 Siz=a+bi yw=c+di son dos numeros complejos entonces el producto es:
zw=(a+0bi) (c+di)=(ac—bd)+ (ad + bc) i.

Observacion. Para multiplicar dos nimeros complejos podemos usar la definicién anterior o la propiedad
distributiva y que i2 = —1, como lo muestra los ejemplos siguientes.

Ejemplo 3 1. Resolver usando la definicion del producto de complejos:
(2-30) (-1+41) = (2(=1) = (=3)4) + ((2) 4+ (=3) (=1)) i =
(=2 —(—-12))+ (84+3)i = (—2+12) + (11)¢ = 10 + 114.

2. Resolver usando la propiedad distributiva y que i> = —1:

(2 —3i) (—1+4d) =2(=1) +2(4i) + (=3i) (1) + (=3i) (4i) =
—248i+3i+ (—12i%) = =2+ 110 — 12(—1) = (=2 + 12) + (11)¢ = 10 + 114.

Las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva, son verdaderas para los niimeros complejos. Para
analizar la existencia del inverso multiplicativo de un nimero distinto de cero se deben hacer algunas consid-
eraciones previas:

Conjugado de un nimero complejo:

Definicion 7 El conjugado del nimero complejo z=a+bi eszZ=a—b1i.

Ejemplo 4 Calcular el conjugado de los siguientes niimeros complejos

1.2431=2-31=2-31

1. 2—-4i=-2+4

2.2=240i=2
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Propiedades del conjugado de un nimero complejo:

Las propiedades 1 a 4 se demuestran usando directamente las definiciones correspondientes.

1. El conjugado de un nimero real es el mismo niimero.

2. El conjugado del conjugado de un ntimero complejo es el mismo ntmero.

|
1

z

3. El conjugado de la suma de dos niimeros complejos es igual a la suma de los conjugados:

z2+w=Z4+w

4. El conjugado del producto de dos niimeros complejos es igual al producto de los conjugados:

ZW=ZW

5. El producto de un ntimero complejo por su conjugado es un nimero real no negativo. Es decir, si
z=a+bi, entonces 2% = a’® + b

Demostracién de 5. Si z = a + b i tenemos que Z = a — b ¢ por lo tanto
2Z=(a+bi)(a—bi)=a®—abi+bai—0b*i®>=a®+0

Definicion 8 Sea el nimero complejo z # 0, el inverso multiplicativo o simplemente el inverso de z es el

nimero complejo w tal que zw =1, a w se lo denota por z 1.

Ejemplo 5 Calcular el inverso de los siguientes nimeros complejos:
1. z=1-214. Debemos encontrar el nuimero complejo w = c+ d i tal que z w = 1. Tenemos que
l=zw=(1-21) (c+di)=(c+2d)+ (d — 2c) i.
Entonces por la igualdad de nimeros complejos tenemos que
c+2d=1 y d—2c=0,

resolviendo para c y d tenemos que

1 2
_ = d=2
¢ 5 Y 5’
por lo tanto el inverso de z es
1 2
_ 1 _ -, 2.
w=z —5—1—51.

2. z =a+b i donde z # 0. Similarmente a la parte anterior, debemos encontrar el nimero complejo
w=-c+di tal que z w = 1. Tenemos que

l=zw=(a+bi) (c+di)=(ac—bd)+ (ad + bc) i.
Entonces por la igualdad de nimeros complejos tenemos que
ac—bd=1 vy ad+bc=0,

resolviendo para c y d tenemos que

a b
Ceww VT
por lo tanto el inverso de z es
w=z"" a b (2)

= — i.
a2+ a®+b?
Como z es un numero arbitrario esta ultima igualdad nos sirve para encontrar el inverso de cualquier

niumero complejo distinto de cero.
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Observacién. En la férmula (2) observamos que el denominador de la parte real e imaginaria del inverso de z
es un numero real (a2 + b2) , si usamos la propiedad 5 de conjugado de un niimero complejo, que es multiplicar
en el denominador y numerador por el conjugado de z tenemos otra forma de calcular el inverso de z :

271_1_} AN 1 a—bi\ (a—0b1) _a b ;
2z z\z) \a+bi)\a-bi) (a+bi)(a—bi) a2+b> a2+b%"

Cociente:

Definicion 9 El cociente de dos nimeros complejos z = a+ bi y w = c+ di, donde w # 0, es

z  (ac+bd) (bec—ad).

w2+ d? + c2 + d? !

Observaciones. 1. El cociente se puede calcular multiplicando el numerador por el inverso del denominador,
4 _
es decir — = zw™ L

w
2. Otra forma de calcular el cociente es usando el conjugado del denominador, asi :

z
w c+di c+di\c—di

:zw_lza—l—bi_a—i—bi <c—di> _ (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad) i (ac+bd) (bc—ad).

Ejemplo 6 Resolver los siguientes cocientes de nimeros complejos:

;L (24 30)  (2+39) _(2+3i)_3+ii
C2-3i (2-3i)(2+3i) 224 (=3)° 13 13 137
3—i _ B-0(-1-4) _BEHD-CEHEAN+BEH+FEN (D) (3-4) +(-12+1)
=144 (—1444) (-1 —49) (—1)% + 42 1+ 16
711,
17T

La siguiente tabla proporciona un resumen de algunas definiciones que usaremos, donde z = a+b i y
w=c+di

Terminologia Definicion
Ntumero complejo a+bi donde a y b son reales e 1% = —1
Nro. imaginario puro a+bicuando a =0
Igualdad, z = w a+bi=c+disiysolosia=cyb=d
Suma, z + w (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+(b+4d) i
Producto, z.w (a+bi)(c+di)=(ac—bd)+ (ad+bc) i
Producto por un real k, k.z | k(a+bi)=ka+ (kb) i
Resta, z —w (a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—4d) i
Conjugado de z, z a+bi=a—-"b1

1 1 a b
Inverso de z, z = a+bi_a2+b2_a2+622

1_ 2 a+bi (ac+0bd) (bc—ad) .

Cociente, z.w™" = T di- 2t 8 + Sy

4 Algebra 2013, segundo cuatrimestre

(c+di)(c—di) 2+ d? S 2r& Etxa



1.3 Forma polar o trigonométrica de un nimero complejo

Asi como los nimeros reales se pueden representar geométricamente en la recta, los nimeros complejos se
pueden representar en el plano?. Sea z = a + bi, lo representamos como el punto (a,b) del plano coordenado o
plano complejo, el eje horizontal se lo denomina eje real y al vertical eje imaginario.

Ejemplo 7 Representar en el plano los siguiente nimeros complejos:

Eje imaginario

22:—2+3’i
° 3e2z4=043¢
21 =34+2i
2+ °
];Ak
Z5=2+0i
i i i * i Eje real
-2 -1 0 1 2 3
° —1 +
z3=—2—11 =32
91 °

Notemos que para representar el conjugado Z = a — bi de un ndmero complejo z = a + bi solo hay que
reflejarlo en el eje real.

Recordemos que el valor absoluto de un nimero real a, que se denota por |a| es la distancia que hay al
origen. En forma similar podemos decir que el valor absoluto de un niimero complejo z = a+b i, es la distancia
del punto (a,b) al origen (0,0) del plano coordenado, es decir que

Definicién 10 El mddulo o valor absoluto de z = a+bi, es |a+ bi| = Va? + b2

Ejemplo 8 Calcular el mddulo de

1. |z = 34+ 2i| =v32+22 = /4 +9 = /13,

2. |z1] = 3 - 2i| = /32 + (-2)> = VA+ 9 = V13, (note que || = [z1].)
3. |3i] = [0+ 3i| = V02 +32 =19 =3,

4. 12| = |2+ 0i| = V22 4+ 02 = V4 = 2, (note que ésta forma de calcular el médulo coincide con el cdlculo
del valor absoluto como nimero real.)

Consideremos el niimero complejo z = a + bi distinto de cero. Sea 6 el angulo medido en sentido contrario
al de giro de las agujas de un reloj, entre el eje horizontal x y el segmento que une el punto (a, b) con el origen,

2Fue John Wallis (1673) el primero en sugerir la representacién grafica de un nimero complejo, la cual no fue usada hasta 1800
por Karl F. Gauss.
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Tenemos que se satisfacen las siguientes relaciones trigonométricas:

a
cosl = —
”

con r = v/ a?+ b2.
b
sen 0 = —
r

vemos que a = rcosf y b= rsenf, por lo tanto tenemos que
z=a+bi=(rcosf)+ (rsenf) i =1 (cosf +i sen 0)

notemos que r = va2 + b2, es el mddulo de z, y 0 se denomina argumento de z. De las infinitas posibilidades
de elegir el dngulo 6, se restringe al intervalo 0 < 6 < 27 0 0° < 6 < 360°
Formalmente tenemos que:

Definicién 11 El argumento de z = a + b, es el nimero real 03 que satisface:

b
0<6<2m, cosezg, sen ¢ = —,
r T

donde r = |z| = Va2 + b2

Usando el médulo y el argumento de un niimero tenemos otra forma de representar un nimero complejo que
se la denomina forma polar, esta representacion juega un rol fundamental ya que simplifica ciertas operaciones
entre estos nimeros. Formalmente

Definiciéon 12 La forma polar o trigonométrica de un nimero complejo z = a+ b i es
z=r(cosf+i sen #) = rcisb,
donde r es el modulo y 0 el argumento de z.

Observacion. Muchas veces tenemos que el niimero complejo nos queda z = r (cosf + ¢ sen 6) donde € no
se encuentra entre 0 y 27, en este caso 6 no es el argumento de z, por lo tanto diremos que no es la forma
polar o trigonomética de z. Para encontrar la forma polar o trigronomética hay que encontrar el argumento z
reduciendo 6 para que satisfaga que 0 < 0 < 27.

Ejemplo 9 Encontrar la forma polar o trigonométrica de la siguiente nimeros complejos:

1. z = 3 cis 405°. Reducimos el dngulo: 3 cis 405° = 3 cis (360° + 45°) = 3 cis 45°.

2. w=2cis (—30°). Reducimos el dngulo: 2 cis (—30°) = 2 cis (360° — 30°) = 2 cis 300°.

3El ntimero real 6 representa la medida en radianes del dngulo entre el eje real positivo y la semirecta que une el origen del
plano con el niimero z. También usaremos la medida sexagesimal para medir el 4ngulo usando la relacién que 27 = 360°.
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El argumento de un ntimero complejo distinto de cero z = a + b i, se puede calcular usando las relaciones
trigonométricas entre el seno, coseno y tangente

b
arctg— st a>0yb>0
a

b
arctg—+2m st a>0yb<O0
a

0= arctgg +7 st a<0 (3)
5090o st a=0yb>0
37#0270O st a=0yb<0.
Ejemplo 10 Calcular la forma polar o trigonométrica de
z=-2+2V3i.

Comenzamos por hacer la representacion grafica.

ALY
2= —242/3i

N 23

| 3T

: |Z’ 2Ak

| 1+ 0
-3 -2 -1 1z

-1+

Calculemos el médulo y el argumento del nimero. Asi, tenemos que el médulo es

|| :\/(—2)2+ (2%5)2:\/4+T:ﬁ:4

Para calcular 8, tenemos que

comoa<O0por (3)=—-+m= ?ﬂ (segundo cuadrante). Por lo tanto la forma polar de z es

2T . 2T
z=4(cos— +17 sen — | .

Definicién 13 Dos nimeros complejos z = |z|(cos6y + ¢ sen 61) y w = |w|(cosf + ¢ sen 63) son iguales
cuando tienen igual médulo (|z| = |w|) y existe k € Z, tal que 02 = 61 +2km (0 02 = 01+k.360°). En el caso que
ambos nimeros complejos estén en forma polar (0 < 61 < 2w (0 0° < 601 < 360°) y 0 <0y <27 (0 0° <y < 360°) )
serdn iguales cuando tienen igual mddulo (|z] = |w|) y argumento (61 = 62) .

T
3

Igualdad en forma polar:

Ejemplo 11 Tenemos que los siguientes nimeros complejos son iguales:

3 cis 405° = 3 cis 765° = 3 cis 4005° = 3 cis 45°.
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1.3.1 Operaciones en forma polar o trigonométrica

Multiplicacion y cociente en forma polar:
Cuando los nimeros complejos se expresan en forma polar, la multiplicacion y la divisién se puede efectuar
segun lo indica el siguiente teorema:

Teorema 1 (Producto y cociente de niimeros complejos) Sean z; = r; (cosf; +i sen 1) y
z9 =19 (cosfy + i sen 03) entonces
a) z1z9 =rire (cos (01 + 62) + i sen (01 + 03)) = riracis (01 + 02) .

b) Si zy # 0, entonces a0 (cos (01 —02) +i sen (6; —62)) = L i (01— 02).
Z2 T2 T2

Demostracién. Para realizar la demostracién se usan las siguientes férmulas trigonométricas:

cos (01 £02) = cosfcosfs F sen 0;sen Oy
sen (f1 +62) = sen ficosfy £ sen 65 cos by
los detalles quedan como ejercicio de practico. |

Nota Usualmente se pide que el resultado del producto y/o cociente se dé en forma polar, para esto luego de
aplicar el teorema anterior hay que reducir el angulo resultante a un angulo entre 0 y 2.

Ejemplo 12 Sea z; = 2cis %, Y 22 = 3cis Tﬂ Calcular en forma polar z122, y Sy
22

11
a) z12z2 = 2(3)cis <Z + 47r) = 6c¢is (37) = 6 (cosm + sen 7).
2 11 2 10 2 2
b) % = gcis (Z - 47T> = gcis <_27r> = gcis (—bm) = 3 (cosm+ sen ).

1.4 Potencias de niimeros complejos

Usando la forma polar de un niimero complejo tenemos que para elevar a una potencia basta efectuar productos

sucesivos
z =r(cosf + isendh)

22 =12 (cos 20 + isen 26)
23 =13 (cos 30 + isen 30)

n

2" =1r"(cosnb + isennd)

La tultima igualdad se lo conoce como Teorema de De Moivre, formalmente
Teorema 2 (De Moivre) Siz =r(cosf +i sen 0) yn un entero positivo entonces
2" = (r(cosf +1i sen 0))" =r" (cosnf + i sen nd).

Demostracién. Se usa el método de Induccion Matemaética, que se vera mas adelante. |

Nota Esta férmula es también vélida para exponentes enteros negativos, siempre que z # 0. En particular,
tenemos una expresion para el inverso multiplicativo

27 =271 (cos§ — isenf) .

Ejemplo 13 Calcular (—1 +/3 z) 2

2 2
Primero escribimos el nimero complejo en forma polar y obtenemos que z = —1+4++/3i = 2 (cos g + 4 sen ;) .

Luego cdlculamos

2 2
S12 = 912 (cos 12 g tisen12. ;) — 4096 (cos 87 + i sen 87) = 4096.
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Las potencias de i siguen un patrén que es ttil conocer

it =i P =iti=1i=1

i =1 S =it =1(-1)=—-1
i3 =425 = —i it =43 =1 (—i) = —i
=t =(-1)(-)=1 P#F=ii"=1,

y asi sucesivamente. Por tanto, las potencias de ¢ se repiten cada cuarta potencia. Esto da un método practico
para calcular cualquier potencia n de i, se obtiene dividiendo n por 4 y queda que " = ¢" donde r es el resto
de la division.

Ejemplo 14 FEvaluar:

(
2. 4108 = 10033 — (#4)® (i) =1 (—i) = —

<

3. i =t = (iY) it = 14" ="

1.5 Forma exponencial de un niimero complejo
Una variante de la forma polar o trigonométrica se obtiene usando la férmula de Euler

0

e’ = cosf +isend.

Esto nos permite escribir un nimero complejo de la forma siguiente, denominada forma exponencial
z=|z| €Y.

Esta férmula es especialmente cémoda para expresar productos y cocientes ya que sélo hay que tener en
cuenta las propiedades de la funciones exponenciales.
Observacién Si z; = et yV 29 = roe'?2 entonces

1. 2129 = ryrget(@1102)

. 21T 0,— . . .
2. Si 29 # 0, entonces — = —¢(?1=92) En particular si z; = 1, tenemos que el inverso de zy es:

22 2

1 _ L ien-0) S leien—02),

z =7
2 To

3. Para potencias con exponentes enteros tenemos 2" = |z|" .

Ejemplo 15 Sean 21 = 2¢' y z5 = 3¢"™/3, calcular
1. 2129 = 2™ 3eim/3 — Geidn/3.

2. 2l =9 lemin/3 = %ei57r/3.

1.6 Raices de un nimeros complejos

Recordemos que en los nimeros reales, la raiz n—ésima es la operacién inversa de la potencia, para los nimeros
complejos se da una situacién similar, formalmente:

Definicion 14 Un nimero complejo w es una raiz n—ésima del nimero complejo z si

z=w" . (4)
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Observacién. Daremos un método para calcular las n raices de z. Dado z = r(cos@ + i sen ), denotamos
con w = s (cos B+ i sen ) una de las raices n—ésimas de z, entonces la ecuacién (4) queda

r(cosf +isenf) = (s(cosf+i sen 3))" por z =w"
= s" (cosnf +i sen nf) por Teorema de De Moivre

por lo tanto usando la Definicién 13, de igualdad en forma polar, tenemos que

sh=r
nB=0+2knr, keZ

es decir que

s=r

0+ 2wk
—

8=

Asi tenemos para cada k € Z

( <9 27rk> , (9 27rk>>
w=r{cos| —+— | +isen | —+— .
n n n n

Observacién. Si sustituimos k& = 0,1,...n — 1, obtenemos n valores distintos de w, en la igualdad anterior,
que se denominan raices n — ésimas de z. Ningun otro valor de k, producird una nueva raiz. Por lo tanto
tenemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 3 (Raices n—ésimas de un nimero complejo) Sea z = r (cosf + isenf) un nimero complejo.
Si z # 0, existen n raices enésimas complejas distintas de z dadas por la férmula

( <9 27r/<:> . <0 27Tk>>
wp=Yr|cos| —+—)+isen | —+—
n n n n

donde k =0,1,....,n — 1. Usando que 2w = 360° tenemos equivalentemente que

< <9 360°k‘> . <¢9 3600k‘>>
wy = Ur|cos| =+ +isen | —+
n n

n n

donde k=10,1,...,n — 1.

Observacién. Todas las raices n — ésimas de z tienen el mismo médulo /7 , de aqui que si hacemos su
repesentacién geométrica de la n—raices, éstas se encuentran en una circunferencia de radio {/r con centro en

) ) i ) , ) 2r 360°
0, e igualmente espaciadas ya que la diferencia en los argumentos de las raices sucesivas es de — o . Es
n n
decir, las raices n — ésimas de z, son los vértices de un poligono regular inscripto en la circunferencia de radio
, 2r 360°
{/r y con éangulo central — o .
n n
Ejemplo 16 Hallar las raices terceras de z = —1 4+ /3 i y representar grdficamente las raices.
Primero representamos a z = —1 + v/3i en forma polar con grados.

z=—1+3i =2(cos120° + 4 sen 120°).

En este caso n = 3, por lo tanto tenemos

120°  360°k 120°  360°k
wp = 3 (COS( N ) 4 sen < + >> — /2 (cos (40° + 120°k) + i sen (40° + 120°k))

3 3 3 3
donde k£ = 0,1, 2. Es decir que
wo = v/2(cos (40° + 120°0) + i sen (40° + 120°k)) = /2 (cos40° + isen 40°)

wi = V2 (cos (40° + 120°1) + i sen (40° +120°1)) = /2 (cos 160° + i sen 160°)

wy = /2 (cos (40° +120°2) 4 i sen (40° 4 120°2)) = /2 (cos 280° + i sen 280°)
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5280° 4 15en280°)

Ejemplo 17 Resolver la ecuacion z* —1 = 0.

Si escribimos la ecuacién equivalente z* = 1, vemos que las soluciones de la primera ecuacién son las cuatro

raices cuartas del nimero complejo 1.

Escribiendo 1, en forma polar, tenemos que z =1 =1 (cos0° + ¢ sen 0°) y n = 4, por lo tanto

4 4

[} Ok o Ok Ok;
Wg = ﬁ(cosw—i—i sen 0+%0> =1 <cos362 + ¢ sen

donde k£ =0,1,2,3. Es decir que las cuatro soluciones de la ecuaciéon son

wp = 1(cos0° +isen0°) =1+0i=1
wp = 1(cos90° + i sen 90°) =0+14

wy =1(cos180° +isenl180°) = —1—0:
w3 = 1(cos270° 4+ isen270°) =0 — 1i.

Ahora resolvemos la ecuacién 1 dada al comienzo de la unidad.

Ejemplo 18 Resolver la ecuacion x> = —1.

360°I<:>
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Escribiendo —1, en forma polar, tenemos que z = —1 = 1 (cos 180° + i sen180°) y n = 2, por lo tanto

180° + 360°k 180° + 360°k
Wy, = \2f1<cos+2+i sen+

) =1(cos90° + 180°k + i sen90° + 180°k)

donde k = 0, 1. Es decir, que las dos soluciones de la ecuacion son

wp = 1(cos90° + i sen90°) =0+4+1i=1
wy =1(cos270° +i sen270°) =0—14=—i

Ejemplo 19 Sea p un nimero real positivo, resolver la ecuacién x> = —p.

Este ejemplo se puede resolver en forma similar al anterior, se deja como ejercicio. Lo hacemos usando la

férmula para resolver una ecuacién de segundo grado. Haciendo pasaje de términos tenemos que 22 = —p, se
puede escribir como
2?24+ 0z+p=0, (5)
—0++02—-4-1-p =£/-14p =£2\/pvy/-1
12 = o = SRR SV v

Asi tenemos que las soluciones son:
1= \/piy T2 = —/Di.

Verifiquemos que z es solucién de la ecuacion (5)
2+ p=(Vp) +p= (PP +p=p(-1) +p=—p+p=0.
En forma similar tenemos que x2 también es solucién de la ecuacién (5)
23 +p=(=vpi) +p= (D) +p=p(-1)+p=—p+p=0.

Observacion. Otra aplicacién de los nimeros complejos es que se puede resolver ecuaciones del tipo 2" +p = 0,
para todop € Z y n € N.

Ejemplo 20 Resolver la ecuacion de sequndo grado
32% +4r +5 = 0.

Usando la férmula para resolver una ecuacion de sequndo grado tenemos que

4V 435 4260 -4+~ 4

1.2 = 2.3 6 6
Por Teorema 3 las raices cuadradas del nimero complejo z = —44 son:
z21=V44 i y 29 = —V44 1.
Luego
—4 ++/—44 4 44 2 1 .
= —F—=—— =2+ 2Vl
o 6 6 6 3 gVt
—4 —\/—44 4 4414 2 1 ,
Ty = —————— = —— — =———=VI11li.
6 6 6 3 3

Observacion. A diferencia de los nimeros reales, con los nimeros complejos se pueden resolver cualquier
ecuacién poélinémica.En particular, los nimeros complejos resuelven cualquier ecuacién de segundo grado
mientras que con los niimeros reales solo se resuelven, aquellas en la que el discriminante es no negativo.
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