Unidad 4: Vectores

4.1 Introduccion

En este capitulo daremos el concepto de vector, el cual es una herramienta fundamental tanto para la fisica como
para la matemdtica.

La historia de los vectores se remonta al ano 1843, cuando el matemadtico William Hamilton descubrié un
nuevo sistema de nimeros que venia a extender el sistema de los nimeros complejos. Eran los cuaternios. Asi
como todo nimero complejo es de la forma a + bi, un cuaternio es una expresiéon de la forma

a+bi+ cj+ dk

donde a, b, ¢, d son nimeros reales e i, j, k son objetos que satisfacen ciertas reglas bien definidas. Los cuaternios
encontraron pronto aplicaciones fisicas interesantes, pero no resultaban fdciles de manejar. Los fisicos Gibbs y
Heaviside a fines de siglo XIX decidieron facilitar la aplicaciéon de los cuaternios de Hamilton tomando de ellos
solamente la parte no real, bi + ¢j + dk. Resultaba asi un objeto matemético que Gibbs lo llamé vector.

Comenzaremos el estudio de los vectores en forma geométrica, el cual es un segmento caracterizado por su
longitud (o médulo), direccién y sentido (u orientacién). Posteriormente, estudiaremos los vectores en forma
algebraica, es decir, hablaremos de vectores del plano R?, espacio R3, y en general de R™. Si bien sélo podemos
visualizar vectores en dos y tres dimensiones los vectores de un espacio n — dimensional son itiles para representar
y manipular informacién eficientemente.

4.2 Vectores: enfoque geométrico
4.2.1 Definiciones y notacién

Llamamos magnitud fisica a toda aquella propiedad de un cuerpo que puede ser medida. La masa, el volumen,
la velocidad o la temperatura son magnitudes fisicas. El aroma o la simpatia, puesto que no pueden medirse, no
son magnitudes fisicas.

Para muchas magnitudes fisicas, basta con indicar su valor para que estén perfectamente definidas. Asi, por
ejemplo, si decimos que José tiene una temperatura de 38 °C, sabemos perfectamente que tiene fiebre y si Rosa
mide 165 cm de altura y su masa es de 45 kg, estd claro que es delgada. Cuando una magnitud queda definida
por su valor, un nimero acompanado de una unidad, recibe el nombre de magnitud escalar.

Otras magnitudes, con su valor numérico, no nos suministran toda la informacién. Asi si nos dicen que Daniel
corre a 20 km/h apenas sabemos algo mds que al principio. Deberfan informarnos también desde donde corre y
hacia qué lugar se dirige. Estas magnitudes que, ademads de un valor numeérico, se describen senalando también una
direccién y un sentido se llaman magnitudes vectoriales y se representan mediante vectores. Podemos visualizar
un vector (en el plano o en el espacio tridimensional) como un segmento de recta dirigido o una flecha.

Asi cada vector queda identificado por tres caracteristicas fundamentales: mddulo o longitud, direccion y
sentido.

moédulo

. direccién

sentido

Médulo de un vector es la longitud del segmento que lo representa.

Direccién de un vector es la recta a la cual pertenece o cualquier recta paralela a ésta.

Sentido de un vector estd dado por la orientacion del segmento que lo representa. Cuando lo representamos por
una flecha, el sentido estd dado por donde apunta la punta de la flecha
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Notacién: Usaremos AB para denotar el vector con punto inicial Ay punto final B. Usaremos ﬂ), 5), W o
u, v, w, para denotar vectores cuyos puntos extremos no estdn especificados a los que denominaremos vectores
libres.

El mdédulo de un vector se indica con la letra que designa al vector entre barras. Asi, el médulo del vector v
se denota ‘5‘

— —
El vector con médulo cero o simplemente vector nulo se lo denota por 0,00 0.
Si dos vectores tienen la igual direccién y médulo pero sentido opuesto decimos que son wvectores opuestos, y
— —
denotamos al opuesto de v por —w.

Vectores iguales

Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo mdédulo, direccién y sentido (aunque difieran en su posicion,
es decir, en sus punto de aplicacién). Por lo tanto, si dos vectores se diferencian en cualquiera de los tres elementos
(médulo, direccién o sentido) los consideraremos distintos.

Ejemplo 1 Si sobre dos cuerpos distintos se aplican fuerzas verticales descendentes de 10 N (newtons) ambas
fuerzas se representan mediante “el mismo vector’pues a pesar de tener distintos puntos de aplicacion, tienen
igual direccion (vertical) , sentido (descendente) y mddulo (10 N).

4.2.2 Operaciones con vectores
Multiplicacién por escalares
—
Dado un vector v y un nimero real (escalar) A, podemos obtener otro vector
—
—
Av=Av

con la misma direccién que v . SiA> 0, tiene el mismo sentido, pero si A < 0, el sentido serd opuesto. Ademas;
El médulo es
‘)\v’ = |l ‘v

Y

donde “|A|” es el valor absoluto del nimero real A.

Ejemplo 2 Si un coche se desplaza a 25 km/h y otro a 50 km/h, en la misma carretera, el vector que representa
al sequndo tendrd un mddulo igual al doble que la del primero.

— —
v,—%v

27V

N

Ejemplo 3 Dado el vector v, obtener grificamente: 20, —?,

N
U3—)
5’[}

Ml\w
<

Suma de vectores

Para realizar la suma gréfica de dos vectores, utilizamos el "método del paralelogramo" o el “método del
poligono”. Estos métodos nos permiten sumar vectores en forma grafica, posteriormente cuando identifiquemos
los vectores en un sistema de referencia definiremos la suma analitica, a través de sus coordenadas.
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Meétodo del paralelogramo para la suma de vectores

Dados dos vectores @ y ?, si aplicamos el método del paralelogramo para sumarlos, debemos considerar dos
vectores iguales, a los dados, que se unen en su origen. Luego se dibuja un paralelogramo que tiene a ambos
vectores como lados adyacentes, siendo la diagonal, del paralelogramo, la direccién del vector suma, cuyo origen
coincide con el origen de los dos vectores.

Método del poligono para la suma de vectores

_

Dados dos vectores @ y b, si aplicamos el método del poligono para sumarlos, debemos considerar dos vectores
iguales a los dado donde un vector sigue al otro (sin importar el orden). El vector resultante tiene como origen el
punto de partida del primero y como extremo el dltimo vector.

@ @
— —
—
\
— —
b a

Método del paralelogramo Método del poligono

— — . — —
Resta de vectores Para restar un vector v de un vector w simplemente se suma « con el opuesto a v, es
b
e —> —
decir, v — v =u 4+ (-1)w

N
U

N
v

4.3 Vectores: enfoque algebraico

Los problemas con vectores se pueden simplificar introduciendo un sistema de coordenadas rectangulares (plano
R2, espacio R? o en general R"), y sea P—Q> un vector cualquiera del espacio de vectores V, se puede ver que existe
un tnico vector O—A, igual al vector P—Cj , con punto inicial en el origen de coordenadas ”O” y punto final el punto
A. En este sentido, cada vector determina una tinica n—upla de niimeros reales, que son las coordenadas (a1, .., a,)

—
del punto A. Por lo contrario toda n—upla de nimeros reales (ay, .., a,), determina el vector OA. Por ello a cada
vector le vamos asociar un n—upla de nimeros (a1, ..,a,) que denominaremos coordenadas del vector v,y lo
notaremos como un vector columna o vector fila:

ai
— — — — a2
PQ:O :(ab 7an) Y PQ: A=

Qap
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—
as OA

Y

a
Si consideramos todos los vectores con el mismo origen tenemos.

Proposicién 1 Sea v = (ay,...,an), W = (B1,..,3,), ¥ X € R, entonces

1. W =w siy solo sipara cada i =1,2,...,n, a; = fB;, es decir a1 = 31, ..., n = B,,.
2' E) + w - (0[1,042, "')an) + (ﬁlaBQa 7Bn) - (O[]_ + B17a2 + /827 "‘aan + Bn) .
3. AU = A ag,az, .., an) = (Aag, Aag, ..., Aay,) .

No demostraremos estos resultados. El punto 1, dice que dos vectores son iguales cuando tienen las mismas
coordenadas. 2, dice que para sumar dos vectores se suman las coordenadas correspondientes y el punto 3, dice
que cuando multiplicamos un escalar por un vector se multiplica cada coordenada por el escalar.

— —
u — w.

Ejemplo 4 Dado los vectores 4 = (1,0,2), v = (=2,1,1) y w = (0,3,1). Calcular: W + 27 y
Tenemos que:

U +20 = (1,0,2) +2(-2,1,1) = (1,0,2) + (—4,2,2) = (-3,2,1)

Similarmente
w —w = (1,0,2) — (0,3,1) = (1,-3,1).

Observacién: Los siguientes vectores e, eo, ...,e, € R", donde
e = (1,0,...,0) ex = (0,1,...,0) e, = (0,0,...,1),

se los denomina base estandar o canénica y a los vectores se los llama también versores. En el plano R?, a
e; = (1,0) y e2 = (0,1) se lo denota por i y j respectivamente; mientras que en el espacio R?, a e; = (1,0,0),
es = (0,1,0) y e3 = (0,0, 1) se lo denota por i, j y k respectivamente.

., . — — n
Observacién: Si v = (ay, ..., a,) entonces v = E _, @i€i.
1=
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Ejemplo 5 v = (1,4,3) lo podemos escribir v = 1i + 4j + 3k

Vector con punto inicial A y punto final B

Ejemplo 6 Dado los puntos A = (1,1) y B = (4,2), determinar el vector con origen en A y extremo en B, este

vector seré AB (de A hasta B). Resulta interesante destacar que las coordenadas de los puntos A y B, determinan
un tridngulo rectdngulo, de manera que su mddulo puede calcularse aplicando el teorema de Pitdgoras. De manera
que la longitud de cada cateto coincide con el valor que deberia tener el vector si su origen fuera el centro de
coordenadas. Es asi que al hacer:

AB=0B - 0A=(4,2)— (1,1) = (3,1)

determinamos un vector equivalente al vector de A hasta B.

El ejemplo anterior se puede generalizar a puntos y vectores de R”. Dado los puntos A = (a1,...,a) v B = (5,

el vector AB lo calcularemos haciendo la diferencia del vector OB menos el vector OA

AB = OB — OA = (a1, ;) — (Byseos B,) = (@1 — By ooy n — )

4.4 Angulo entre dos vectores

Los vectores pertenecen a una recta que determina su direccién. Estas rectas, a su vez, dividen al plano en dos;
cada una de "esas partes" constituye un semiplano. Si tenemos dos vectores que no son colineales, cada una de
las rectas determina un semiplano (uno por cada recta); la interseccién de ambos semiplanos determina el dngulo
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que se encuentra entre ambos.

El valor del dangulo estd acotado entre los valores 0° y 180° . Si el dngulo es de 90° los decimos que los vectores
. . W , — — . — —

son perpendiculares u ortogonales y usamos el simbolo “1”, asf usamos « L v para decir que v y v son

perpendiculares u ortogonales.

4.4.1 Vectores en R? en términos de su médulo, direccién y sentido

Como dijimos al comienzo muchas aplicaciones describen a los vectores en términos de su médulo, direccién y
sentido y no en términos de sus componentes. Un vector en el plano puede ser expresado por su mdédulo y el
angulo que forma con el eje positivo z, notemos que el dngulo nos dice cual es la direccién y el sentido, por
ejemplo, si el dngulo que forma un vector con el eje positivo es de 60° y otro es de 240°, ambos vectores estdn
en la misma direccién pero tienen sentido opuesto, en general cualquier par de vectores que difieren en 180° tiene
. — L, — .. . —
sentido opuesto. Dado un vector v" no nulo y el dngulo « entre v y el semieje x positivo, para expresar v en
, . —_— . . . . . —_ . ., —_—

términos de | v'| y «, primero determinamos el vector unitario (vector cuyo médulo es 1) u en la direccién de v :

—

U

entonces v = |v| .

==

Observamos (ver figura) que las coordenadas del punto final de @ son (cos @, sena), de modo que

— . .
U =cosSal+ sena ]

y
v = |7 (cosa i+ sena j) W
Y
Sak
77777777777777777 ;{777;|v|86110¢
2+ - :
1+ |
u |
- T sena :
1% % % % 1 %
cosa | 2 3 4 57
| v"|cos «
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Ejemplol Una fuerza de 5 kilos se aplica en una direccion que forma un dngulo de 30° con el eje x positivo.
Ezpresar F en términos de i y j.

El médulo de la fuerza F' es ‘?‘ = 5, y forma un dngulo con el eje = positivo de a@ = 30°. Asi tenemos que
(1),
— —
F = |F|(cosai+ sena j)=5(cos30° i+ sen30° j)
V3, 1, O sz, O
=0 <2’+2J =gVaitgl

Ejemplo 8 Un nadador quiere atravesar un rio. Nada a una velocidad de 6km/h, en direccion perpendicular a la
orilla, pero la corriente lo desplaza con un velocidad de 4km/h. Representar grificamente la velocidad del nadador,
determinar el mddulo y el dngulo que forma con la orilla el vector resultante del desplazamiento del nadador.

6 km/h F----

Rio

Orilla

6
Aplicando Pitdgoras el modulo del vector v, resultante es | 0’| = V42 + 62 = 24/13, y como tan o = 1 entonces

o

el dngulo que forma con la orilla es o = arctan 5= 56 .

4.5 Producto de vectores

Hay dos tipos de producto entre vectores, uno senalado con un punto, “-j llamado producto punto, escalar o interno
entre vectores. Otro senalado con un cruz, “xj llamado el producto vectorial o producto cruz.

4.5.1 Producto escalar (o interno)

s o - = - — . .
Definicién 1 Dado dos vectores v y v llamaremos producto escalar de v y v al nimero real determinado
por:

— — —
w- v =

|| cos 6

Siendo 0 el dngulo entre ambos vectores.

Propiedades
Sean w, v y w vectores y a, 3 € R (escalares) entonces se cumplen las siguientes propiedades.

1

P1) Médulo: |W|=VW -y <|_>‘ 7) es un vector unitario, es decir que cualquier vector (no nulo) dividido
u

2 . . ]- — ]- —
por su médulo es un vector unitario K] Ul = Kl |u|=1) .
U U
P2) Propiedad conmutativa: w - v = v - W
P3) Propiedad asociativa: (A7) - v = A (% - v) con \ € R.
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P4) Propiedad distributiva: @ - (v + W) =u -0 + u - W
P5) Si dos vectores son perpendiculares, su producto escalar es cero. Reciprocamente, si el producto escalar de
—
dos vectores es cero, 6 bien uno de los vectores es el vector 0, 6 ambos vectores son perpendiculares.

Las propiedades P1, P2, P3, son consecuencia inmediata de la definicién de producto escalar y quedan como
ejercicios. La Propiedad P4, no la demostraremos en este curso.

Probemos la propiedad P5:

— = . ‘ o — =

1.- Sean ¥ y u vectores perpendiculares, entonces el dngulo entre ambos vectores es § = 90° y u - v =
— = ° — 1=
|7 | || cos 90° = |u| | ¥ 0= 0.

2.- Reciprocamente, si v - v = |u| |v'| cos 6 = 0 entonces |u| = 06 |v|= 0,6 cos § = 0 entonces v =

— 7 :
v = 0 6 ambos vectores son perpendiculares.

Proposicién 2 Si w = (ay,...,an) y v = (b1,...,b,), el producto escalar entre ambos puede hallarse mediante
la sumatoria del producto de cada una de sus coordenadas, es decir

T = aibr + asbs + ... + anby,.

Demostracién. La realizamos para vectores en el plano, pero vale en general. Sea e, es los versores del plano
R?2, se cumpl U = v =b b t
5 ple que v = a1e; +ages y v = 0ie1 + b2eg, entonces
—
w- v = (are1+ agez)- (bre; + boeg) =
por P4

(a1e1) - (bier) + (arer) - (baez) + (azez) - (bie1) + (azez) - (bae2) por:P3

ai1by (e1 . e1) + a1bs (e1 . eg) + asby (eg . e1) + asbo (e2 . eg) .
Pero (completar detalles)

— = — 2
| ;e = |es €1 e =6;3-e]

91'912‘91 1; —>—>:}—>‘2:1 — — —>—>:0'

Reemplazando tenemos que

— —
U - v = a1by + agbs.

Ejemplo 9 Verificar que los vectores u = (3,2) y v = (—4,6) son ortogonales en R

Solucién. Como las coordenadas de @ y @ son (3,2) y (—4,6,) respectivamente, entonces por la proposicién

anterior resulta:
U-v =(3,2) (—4,6,) =3.(-4) +2.6 =0

por lo tanto por P5, los vectores son ortogonales.

.. . — c e . . .
Observacién. Si u = (aq,...,a,), por la proposicién anterior tenemos una férmula para calcular el médulo de
= — —
un vector es decir || = VW - u =+/a? + ... + a2

Ejemplo 10 Sean ', v € R? donde W = (2,-3) y v = (1,4). Calcular:
1. Su producto escalar.
2. El mddulo de cada vector.
3. El dngulo que forman
4. ¢Cudnto tiene que valer x para que W = (z,1) sea unitario y ortogonal a 2.

Solucion
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1. Producto escalar: Como W - U = ujvy + usvs reemplazando WU =21+ (=3)4=-10

2. Médulo de cada vector: Como |W| = \/u2 + u2 reemplazando || = /22 + (—=3)* = V13, en forma similar
|| = V12 + 42 = /17,
2.7
3. Angulo entre los vectores: Como W - v = || | V| cos § entonces cos 6 = ik reemplazando tenemos
w| v

que cos 0 = luego 0 = 132°16/.

—10
V13V17
4. Por la condicién de ortogonalidad, para que W

—

w sean ortogonales su producto escalar debe wvaler cero,
[
por lo tanto calculamos el producto escalar v - W =

)
W = ugwy + ugwe = 2.2 + (=3) .1 e igualamos a 0, es decir

que 2x — 3 = 0, resolviendo esta ecuacion para la variable x tenemos que © = 7" Asi obtenemos que el vector
(%, 1) es ortogonal a .

Para obtener un vector unitario dividimos por su mddulo |(%, 1)’ = (%)2 + 12 #£ 1, por lo tanto

5o () ()
G\ T \VE VR
es unitario y ortogonal a .

4.5.2 Proyeccién de un vector sobre otro

Sean v y W dos vectores no nulos, considerados en un mismo origen, queremos descomponer v en dos vectores:

— . . .. — = . -, . — — ..

v1 , en la misma direccion que w y va en la direccién perpendicular u ortogonal a w. El vector v{ es la proyeccion
. — — —

vectorial de v sobre w y se denota proyy v'.

. s [ —
Construccién de los vectores v'; y v'o.
Dibujamos ambos vectores en un origen comin, trazamos una recta perpendicular a la recta que contiene al
— — , v :
vector w, y que pasa por el punto final de v". Asi obtenemos el punto final del vector v’y y el origen es el punto
. — — — =
comun a ambos vectores. El vector v'9 esta dado por v'9 = v — v'5.

l
gl

observamos que U = ¥ 1 + U2, como Uy ortogonal a w entonces v o - w = 0, y por las propiedades de producto
escalar tenemos

T W= (T14T2) T =1 T+ V2T =71 T @)
también se cumple que v paralelo a W, es decir que ¥; = AW para algtn escalar A € R. Reemplazando en la
ecuacion (2):

VW =AW =AW
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despejando A

—
Entonces tenemos que v’ es

. * s —_— —_—
y se lo denomina la proyeccién de v sobre w,

— =
— S —
V] = proygp U = — w. (3)

— — = — — = .
Por lo tanto la descompuesto el vector v en dos vectores v1 y v3, donde vy es paralelo a w y vg es perpendicular

—
a W, es:

B —
— — v - w — T
v=proyzv = —5 | W y va=0v —u1

Ejemplo 11 Determinar la proyeccién vectorial de v = (1,3) sobre W = (1,—1).

Por la férmula (3), tenemos

5 = proyaT — (7-@) o (1.1+3.(—1)+(—1)1> T = (DT = (L)

— 2
[

Propiedad
— — — . . ., . —_— ¢
Sean vy w vectores entonces la proyy; v’ es un vector de igual direccién y sentido que el vector w si el dangulo
— — . . . .
entre los vectores v y w es menor que 90°, y sentido opuesto si el dngulo es mayor que 90°. Esta propiedad es
consecuencia inmediata de la definicién de producto escalar.

4.5.3 Producto vectorial de vectores en R3

Matrices y determinantes Antes de definir el producto vectorial introduciremos matrices y determinantes.
Una matriz de tamano m X n, es un arreglo o tabla de nimeros con m filas y n columnas. Los siguientes son
ejemplos de matrices de tamano 2 x 2, 2 x 3 y 3 X 3 respectivamente

(0 G o[l
3 _
c d 5 147 5 g h i
El determinante de una matriz A = < Z Z >de orden 2 x 2 es
|A| = ch Z‘:ad—bc.
ay ag as
El determinante de una matriz A = by by b3 |de orden de 3 x 3, es
€1 C2 cC3
ay; az asg
by b by b b1 b
|A| _ bl b2 b3 =a 2 3| 1 3 + as 1 2
Co C3 Cc1 1 C2
cl1 C2 cC3
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Propiedades Los determinantes cumplen las siguientes propiedades:

1. Si a una matriz de 2 x 2 se le intercambia una fila o una columna entonces el determinante tenemos solo
cambia el signo.

2. Si una matriz de 2 x 2 tiene dos filas o columnas, iguales entonces el determinante es 0.
3. Si una matriz de 2 x 2 tiene una fila que es multiplo de otra, entonces el determinante es 0.

4. Si a una matriz de 3 x 3 se le intercambia una fila o una columna entonces el determinante tenemos solo
cambia el signo.

5. Si una matriz de 3 x 3 tiene dos filas iguales entonces el determinante es 0.
6. Si una matriz de 3 x 3 tiene una fila que es multiplo de otra entonces el determinante es 0.

Solucién Todas estas propiedades son inmediatas de la definicién de determinante, damos a modo de ejemplo
la demostraciéon de la primera , las restantes quedan como ejercicio para el alumno.
Demostracién 1: Por ejemplo si intercambiando las filas tenemos
‘ b a

d =bc—ad=—(—bc+ad) = —(ad — bc) = —

Z‘. (4)

a
C

4.5.4 Producto vectorial

El producto cruz o vectorial se define para vectores en R?, y el resultado es un vector de R?. También tiene
otras propiedades, entre ellas es que el vector resultante es ortogonal o perpendicular a los primeros.

Definicién 2 El producto vectorial de u = (uy,us,u3) € R® y v = (v1,v2,v3) € R3 es
7 X ? = (U2U3 — U302)i + (U3U1 — U1U3)j + (U1U2 — u2U1) k. (5)

La férmula del producto vectorial es dificil de recordar, para ayudamos a recordarla, usamos determinantes de
una matriz. Asf usando determinantes de una matriz de 2 x 2, tenemos que la definicién (5) del producto vectorial
podemos reescribirla como:

U2 U3
v2 U3

us Ui
vz U1

ur u2
v V2

— =
u X v

i+ k (6)

y también podemos reescribir la segunda componente de este vector, usando que el intercambio de columnas
cambia el signo del determinante

U2 U3
Vo U3

up u3
V1 U3

Uy U2
v V2

U XV = i— i+ k. (7)

Si construimos una matriz de 2 x 3 donde las filas son los vectores « y v respectivamente

Ur U2 U3
V1 V2 U3

Ahora usamos como "regla nemotécnica" la férmula de calculo de un determinante de 3x3, tenemos que el
. -, —
producto vectorial de w X v es:

. 2 1 1 2
U XV = UL Uz U3 | =1 3| - 3 + k
V2 U3 U1 U3 U1 V2
v1 V2 U3

El determinante de la matriz de 3 X 3 que usamos no es matemédticamente correcto ya que en la primera fila
escribimos vectores y en las otras nimeros, por esto decimos que es una regla nemotécnica.
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Ejemplo 12 Calcular W x ¥ y U x

Tenemos que

i 7 k i 3 k
UxV=|u u ug|=|1 -2 —1|=2i+j++0k
vl U2 U3 -2 4 1
y
i 7 k N
TXUW=|v vy vz |=|-2 4 1 |=-2i—j+0k
Ul U2 U3 1 -2 -1
Notemos que los resultados difieren en el signo, ya que % x © = 2i+j+ +0k = — (v x 7) . Esta propiedad vale
en general

Observacién Tenemos que el producto vectorial de dos vectores no es conmutativo, en realidad vale que
— = — =
UXv=—(Uxu)

—

. o ., —_ . .
Para demostrar esta igualdad usamos la definicién de w x v y las propiedades de determinante, como se muestra

a continuacion:

(1)

U2 U3
V2 U3

Uup us
U1 U3

Uy U2
V1 V2

U2 U3
U2 U3

V2 V3
Uz U3

V2 U3
U2 U3

U XV =1 — +k =— (7 x W)

* 2 2 . — — . — — .
Interpretacién geométrica de v x v Como el producto vectorial de « y v es un vector, podemos relacionar
‘ . s 2 . — =
el médulo, direccién y sentido con los de los vectores w y v'.

Teorema 1 Sean U = (ui,u2,u3) y v = (v1,vs,v3) vectores de R? y 6 el dngulo entre ellos. Entonces:

1. Médulo: | x ¥'| = |u|| V]| senf .

. .. — — . — —
2. Direccion: u x v es perpendicular tanto a v como a v .

. - = = — .
3. Sentido: W, v y u X U forman un sistema de mano derecha.
Demostracién
. — — — = . .
1. Queremos probar que el médulo de w x v es |u|| 7| senf, para ello necesitamos la igualdad de Lagrange

1w x 0P =[PV (7 7) (8)

Cuya demostracion es un ejercicio algebraico sencillo (partiendo de |7 x 7> = (¥ x ¥)- (W x ¥) ) cuyos
detalles quedan para el alumno.

Usando esta la identidad (8) tenemos:

— —2 =22 —  —\2

[u x V" =[ul"[V]" = (- )
= 7|7 = (|| 7] cos? 0) Def. de prod. escalar
= 7|7V (1 — cos?6) sacando factor comin
=W |7 sen26 de sen?d + cos?0 = 1

por lo tanto el médulo de ' x ¥ es ||| | sen .
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— = . — . — = =
2. Probaremos que w X v es perpendicular u, es decir que w.(u X v') =0

U (U x V) = (u1,u9,us) - (ugv3 — U39, U3V] — U3, UIVg — UV ) def. de W x ¥
= g (ugus — ugva) + ug (uzvy — u1vs) + uz (ujvy — ugvy) Proposicién
up U2 U .
Lo Prop.5 (determinantes
= | u1 wuz us .
con dos filas iguales)
vl V2 U3
=0
Por lo tanto @ x ¥ es perpendicular @ . En forma similar probamos que @ x ¥ es perpendicular tanto a
—
v

S . - = =, =
3. El significado de obtener un sistema de mano derecha, con las vectores u, vy « X v, se ilustran la figura:

—
w=u X v

L7
ku
J
Y

o e, — — —_ —_
Proposicién 3 Sean U = (u1,uz,u3) y v = (v1,va,v3) vectores no nulos de R3.Los vectores U y v son paralelos
? ? Y Y
. . . . . 1 . ¢ L= = -
(es decir, tienen la misma direccion o uno es un maltiplo del otro) si y sdlo si © X v = 0

Demostracién. Si @ y @ son paralelos, es decir que uno  ©s multiplo del otro, existe A € R, tal que ¥ = AW

(Aut, Mg, Muz) Luego calculando w x v resulta el vector 0.
—
Supongamos que ahora que U x ¥ = 0 entonces \7 X 7\ = 0, y por el teorema anterior tenemos

0=|% x¥| =|u||7|send,

entonces || =00 |2 =0o0senf =0, como los vectores son no nulos, resulta que sen = 0, es decir § = 0°
0 6 = 180°, por lo tanto los vector @ y v son paralelos.

Ejemplo 13 Sean i, j, y k los versores de R3 tenemos que
ixj=k jxk=i k xi=j.

Ejemplo 14 (Area de paralelogramo) Calcular el drea de un paralelogramo con u y v como lados adyacentes
como muestra la figura.

Solucién. Recuerde que el drea de un paralelogramo es el producto de la base por la altura. Observando la figura
tenemos que |u| es la base y la altura es | 7| sen @, por lo tanto el drea del paralelogramo es | ||| sen @, pero
esto es igual a |u x U'|, es decir que el drea del paralelogramo.
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En forma similar al ejemplo anterior el médulo del producto triple o mizto (u - (v x w)) representa a un

)
volumen, donde el producto triple de los vectores u, ¥ y w es u - (U x E)).

Ejemplo 15 (Volumen y producto triple) Mostrar que el volumen del paralelepipedo determinado por los
vectores ﬂ), v Y W es

V=T (T xW).

X

74 Algebra 2013, segundo cuatrimestre



